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Abstract 



We shall show that a complete manifold of dimension n with Ric > 
n— 1 and its n-st eigenvalue close to n is both Gromov-Hausdorff close 
and diffeomorphic to the sphere. This extends, in an optimal way, a 
result of P. Petersen ^2] (as a by-product, we fill a gap stated in the 
erratum We shall also show that a manifold with Ric > n— 1 and 

volume close to ^X ol f, n is both Gromov-Hausdorff close and diffeomor- 

phic to the (lens) space -^jjj- This extends results of T. Colding [H] 
and T. Yamaguchi [T7| . 

Nous montrons qu'une variete complete de dimension n, de cour- 
bure Ric > n— 1 et dont la n-ieme valeur propre est proche de n est 
Gromov-Hausdorff proche de (§",cart) et diffeomorphe a S". Ce re- 
sultat etend de maniere optimale un resultat de P. Petersen J^j (au 
passage nous comblons le trou annonce par l'auteur dans l'erratum 
|14|). Nous montrons egalement qu'une variete verifiant Ric > n— 1 et 
de volume proche de ^°^ M ^ est diffeomorphe a l'espace (lenticulaire) 

^jm*, et Gromov-Hausdorff proche de la metrique canonique. Ceci 
ameliore des resultats de T. Colding et T. Yamaguchi [T7] . 



1 Introduction 

Dans cet Particle, M designe par defaut une variete rieman- 
nienne complete de dimension n et de courbure de Ricci 

lr Travaux en partie finances par la bourse FNRS Suisse n°20-101469 
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Ric > (n—1). Dans cet ensemble de varietes, la sphere S n (munie de sa 
metrique canonique) est un point extremal pour de nombreux invari- 
ants riemanniens. Des theoremes de comparaison classiques dus a S. 
Myers, R. Bishop, A. Lichnerowicz, S. Cheng et M. Obata astreignent 
les varietes de cet ensemble a verifier DiamM < DiamS" = ir (et 
done M est compacte et m(M) est fini), VolM < VolS", RadM < 
RadS" = 7r (ou Rad designe le radius, i.e. le rayon de la plus petite 
boule geodesique qui recouvre toute la variete), X%(M) > Ai(§ n ) = n 
(ou = A (M) < Ai(M) < A 2 (M) < . . . designe le spectre du lapla- 
cien sur la variete, compte avec multiplicite). De plus, si l'egalite est 
realisee dans une de ces inegalites, alors la variete M est isometrique a 
la sphere canonique §™ (auquel cas, n est une valeur propre de M de 
multiplicite n + 1). 

Au vu de ces faits, il est naturel de chercher les proprietes (topolo- 
giques, differentiables ou metriques) de S n qui sont conservees par les 
varietes riemanniennes de courbure Ric > n—1 pour lesquelles l'un des 
invariants riemanniens consideres plus haut prend une valeur suffisam- 
ment proche de sa valeur extremale. 

Dans jH] et jH], T. Colding montre que les trois conditions suivantes 
sont equivalentes (toujours sous Phypothese Ric > n—1): 

(1) VolM est proche de VolS™, 

(2) Rad M est proche de tt, 

(3) M est Gromov-Hausdorff proche de S n . 

P. Petersen a par la suite prouve que la condition (2) est equivalente 
a ce que les n+l premieres valeurs propres (non nulles) du laplacien de 
M soient proches de n (voir 13\). De plus, ces 4 conditions impliquent 
que M est diffeomorphe a S™, d'apres le: 

Theoreme 1 (J. Cheeger-T. Colding, [7J) Soient K un reel fixe 
et (Mp , g P ) P <£N une suite de varietes riemanniennes completes verifiant 
Ric 9p > K et qui converge au sens de Gromov-Hausdorff vers une 
variete riemannienne {M^,g) compacte (de meme dimension). Alors 
M p est diffeomorphe a Moo pour p assez grand. 

Le but de cet article est de demontrer trois resultats de stabilite 
nouveaux. Le premier est une version optimisee (et quantitative) du 
resultat de P. Petersen 

Theoreme 2 II existe des constantes e(n) > 0, (3{n) > et C(n) > 
telles que si les n premieres valeurs propres non nulles du laplacien de 
M sont inferieures a n + e(n) alors la distance de Gromov-Hausdorff 

entre S" et M est majoree par C(n)(A n — n)^^ et M est done diffeo- 
morphe a S". 

Notons que dans notre schema de preuve, une approximation de 
Hausdorff a valeur dans S™ est explicitement construite, ce qui rend 
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calculable la valeur e(n) a partir de laquelle elle existe. 
Remarque. Le theoreme A est optimal en ce qui concerne la premiere 
conclusion, puisqu'on construit dans cet article une suite de metriques 
gk sur S" telle que Ric(gfe) > n— 1, K{gk) — * n pour I < i < n — let 
telle que la suite (S™, g^) tende (en distance de Gromov-Hausdorff) vers 
la demi-sphere de dimension n—1 munie de sa metrique canonique. En 
revanche, le probleme de savoir a partir de quelle valeur k, l'hypothese 
Afe(M) < n(l + e(n)J implique que la variete M n est diffeomorphe 
a S" est encore un probleme ouvert (il resulte du theoreme A et de 
contre-exemples dus a M. Anderson [Q et Y. Otsu 22 Q ue cette valeur 
est comprise entre 2 et re). 

Notons qu'il est demontre dans que M possede k petites valeurs 
propres proches de n si et seulement s'il existe une partie de M Haus- 
dorff proche de S fc_1 . De ceci et du theoreme A decoule le: 

Corollaire 3 II existe des constantes e(n) > 0, (3{n) > et C(n) > 
telles que, si M contient une partie A qui, munie de la distance 
induite, est a distance de Gromov-Hausdorff de (S n ~ 1 ,can) inferieure 
a e < e(n), alors M est diffeomorphe a S" et M est a distance de 
Gromov-Hausdorff de §™ inferieure a C{n)t^^ n \ 

Remarque. Ce corollaire est encore valable s'il existe seulement une 
partie A de M qui est Gromov-Hausdorff proche du sous ensemble 
{±ei, . . . , ±e n } de S™ (ou (ei,...,e„) est une base orthonormee de 
§"). 

Avant d'enoncer les autres resultats principaux de cet article, rap- 
pelons le volume d'une variete M de courbure Ric > n—1 est majore 
par Vol§™/#7ri(M), l'egalite etant atteinte si et seulement si tv\ (M) est 
un sous-groupe (fini) de 0(n+l) agissant librement sur S" et si la var- 
iete riemannienne M est l'espace lenticulaire § n /7Ti(M). De meme, si 
M est non orientable, alors son volume est majore par Vol (S™, con) /2, 
l'egalite etant atteinte si et seulement si la dimension n est paire et 
M = P"R. 

Dans le cas ou M est de volume presque maximal, nous prouvons les 
deux resultats suivants (qui ameliorent a la fois un resultat de T. Cold- 
ing, qui ne traite que le cas ou le volume de M est proche de celui de 
S n dans [H], et un resultat de T. Yamaguchi qui suppose de plus que la 
courbure sectionnelle de M est minoree par une constante —K 2 dans 

Id): 

Theoreme 4 II existe des constantes e(n) > 0, (3(n) > et C(n) > 
telles que, si M est non simplement-connexe et verifie Vol M > 
2 (l — £ ( n )) > alors la distance de Gromov-Hausdorff entre M et 

/ \ P( n ) 

F n (R) est majoree par C(n)( - Vol MJ et M est diffeomor- 

phe a ¥ n (R). 
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On remarquera que ce resultat s'applique au cas non-orientable et 
que, dans ce cas, la conclusion est que n est pair, M est diffeomorphe a 
P™(R) et Gromov-Hausdorff proche de P n (M). Dans le cas ou le groupe 
fondamental est de cardinal quelconque, on a le: 

Theoreme 5 Soit k 6 N* . II existe des constantes e(n, k) > 0, f3(n) > 
et C{n) > telles que si M verifie: 

Vol §™ 

VolM> — — (l-e(n,fc)) et #tti(M) > k, 

alors n\(M) est un sous-groupe (de cardinal k) de 0{n + 1) agis- 
sant librement sur la distance de Gromov-Hausdorff entre M et 

Pin) 



S"/7Ti(M) est majoree par C(n) 
morphe a I'espace lenticulaire S n /iri(M) 



Vol S" 



Vol A/ 



et M est 



En remarquant que tout espace lenticulaire non simplement con- 
nexe est de diametre majore par J, on obtient, en courbure de Ricci 
minoree par n— 1, le: 

Corollaire 6 77 existe des constantes e(ri) > et S(n) > telles que 
si M verifie les deux inegalites: 

VolM > ° H (l-5{n)) et Diam M > | + e(n), 

alors M est simplement connexe. 

D'apres l'amelioration de l'inegalite de Lichnerowicz sur le Ai don- 
nee par U, on a un enonce equivalent ou l'hypothese sur le diametre 
est remplacee par l'hypothese Ai < n + 5(n) (ou S(n) est une constante 
strictement positive dont un minorant est donne dans 0). 

On obtient aussi l'amelioration suivante des theoremes de Lich- 
nerowicz et de Myers: 

Corollaire 7 II existe des constantes a(n) > et S(n) > telles que 
si M est non simplement connexe alors: 

#7Ti(M)VolM 



Al(M) ^( VolS" +5{n) ) 



DiamM <(~+8(n)) 



-, _ #7Ti(M) VolM 

^ , _ VolS" 



a(n) 



Plan de l' article: Dans la section 2 nous etablissons les estimees 
analytiques sur les fonctions propres de M necessaires a nos demon- 
strations, dans la section 3 nous nous plaoons dans le cas ou M admet 
n + 1 valeurs propres proches de n et, en suivant ^H] et nous 
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construisons a l'aide de ces fonctions propres une approximation de 
Hausdorff $ de M dans B n de degre ±1 (nous prouvons ce dernier fait, 
qui manquait dans voir l'erratum 52)- Cependant, notre meth- 
ode de preuve s'appuiera sur des arguments differents de ceux proposes 
dans et Dans la section 4, nous montrons qu'un sous-groupe 
fini d'isometries de M admet une action isometrique sur S™ qui rend 
$ equivariante et que, si la premiere action est libre, alors la seconde 
Test aussi. Dans la section 5, nous donnons la preuve des theoremes 
B et C. Pour cela, montrons que nos varietes sont Hausdorff proches 
d'un quotient de la sphere par un groupe fini d'isometries, mais pour 
pouvoir conclure, il faut toutefois montrer que ce quotient est une var- 
iete non singuliere. Pour ce point delicat, T. Yamaguchi utilise dans 
|17| une hypothese supplementaire de minoration de la courbure sec- 
tionnelle, qui implique une minoration de la systole de M. Nous nous 
passons de cette hypothese grace au resultat de la section 4 (quant a 
la technique de T. Colding pour traiter le cas fc=0 du theoreme [3 cllc 
utilise de maniere essentielle le fait que l'espace modele est dans ce cas 
de Radius ir; cette ne peut pas s 'adapter trivialement pour demontrer 
le theoremeQiJl- En section 6 nous prouvons le theoreme A et decrivons 
en section 7 la famille de contre-exemples qui prouve Poptimalite du 
theoreme A. 

Remer dements. Je remercie S. Gallot pour ses nombreux encourage- 
ments et U. Suter pour les nombreuses conversations concernant le 
lemme 1171 

2 Valeurs propres proches de n et fonctions 
propres associees 

Fibre augmente de E. Ruh [16j: 

Notons E — > M le fibre vectoriel obtenu comme somme de Withney 
de TM et d'un fibre trivial en droite (on notera E — TM © Re). Le 
produit scalaire et la connection lineaire suivants munissent E d'une 
structure de fibre riemannien: 

<X + fe,Y + he > E = g(X,Y) + fh 

D§ (X + fe) = DfX + fZ + (df(Z) -g(Z,X)) .e 

ou on a note g la metrique de M et D M sa connection de Levi-Civita. 
Remarque. Le fibre normal de §™ dans M n+1 est un fibre trivial 
en droite dont la somme de Withney avec TS", munie de la metrique 
decrite plus haut n'est autre que le fibre trivial E = S" x (R n+ , can). 
Rappelons que les fonctions propres de S™ associees a la valeur propre 
n sont de la forme f{x) —< u, x >i»+i , ou u est un vecteur quelconque 
de R n+1 . Notons e(x) — x, alors la correspondance / V/ + f.e = u 
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donne une identification naturelle entre l'espace des fonctions propres 
associees a la valeur propre n de S™ et les sections paralleles du fibre 
E. On va montrer dans la suite que cette correspondance se generalise 
a toutes les varietes de courbure de Ricci presque minoree par n — 1: le 
laplacien de M sur les fonctions aura autant de valeurs propres proches 
de n que le laplacien brut A sur E aura de valeurs propres proches 
de (proposition EH et les sections de E de la forme V/ + /e, ou / est 
une fonction propre associee a une valeur propre proche de n, seront 
presque "paralleles" (lemme El- Inversement les fonctions de la forme 
< S, e >e , ou S sont des sections propres associees a de petites valeurs 
propres seront presque des fonctions propres associees a des valeurs 
propres proches de n, 
Operateur A sp h'. 

Dans la suite, on note 7r la projection orthogonale de E sur son sous- 
fibre TM et A la symetrie orthogonale d'hyperplan TM . On deBnit 
un champ d'endomorphismes symetriques sur E en posant Ric'(S') = 
Ric M (ir(S)) — (n — I)tt(S). On notera par la suite A sp /, l'operateur 

A E + Ric'. 

Sections Sf = V/ + f.e: 

Le lemme suivant sera fondamental pour relier les fonctions propres 

— E 

de M aux sections propres de A : 

Lemme 8 Soit f : M — *■ R telle que A/ = A/. On pose Sf — 
V/ + f- e , on a alors la relation A sp h(Sf) = (A — n)A(Sf). 

Preuve. Un calcul direct donne: 

A E (S f )(x) = A M Vf - V/ + nf.e - Af.e, 

ou A M est le laplacien brut de TM. Enfin, l'operateur A M + R\cm 
n'est autre que l'operateur de Hodge Ah sur les champs de vecteurs, 
qui commute avec V, d'ou la relation annoncee. 
Correspondance fonctions/sections propres 

Nous aurons besoin d'une minoration de la premiere valeur propre 
A} du laplacien de Hodge sur les 1-formes de M. L'inegalite suiv- 
ante decoule d'une variante de la methode de Lichnerowicz. Nous en 
donnons une preuve succinte: 

Lemme 9 Soit M verifiant Ric > n— 1, alors X\ (M) > n (resp. la 
premiere valeur propre du laplacien de Hodge, restreint aux 1-formes 
co-fermees est minoree par 2(n — 1)). 

Preuve. Soit a £ A 1 (M). En decomposant orthogonalement Da en 
partie antisymetrique % , partie symetrique sans trace et partie scalaire 
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— <?, on obtient \Da\ 2 > ^ — h . En integrant la formule de 
Bochner on obtient: 

(A a ,a) = \\Daf 2 + f Ri c ( a , a) > ^ + ] ^ + (n - l)\\a\\j 
Jm 2 n 

Si da — 0, alors ||<5a||2 = (Aa, a) et done (Aa, a) > n\\a\\ 2 . Si Sa = 0, 
alors \\da\\\ = (Aa, a) et done (Aa, a) > 2(n — l)||a|| 2 . 

Nous en deduisons que A, A et A sp h ont le meme nombre de 
petites valeurs propres, e'est la: 

Proposition 10 II existe des constantes a' (n) > a(n) > (explicite- 
ment calculables) telles que, si M est une variete complete verifiant 
Ric > Ti—l, alors: 

(*) A n+2 (Af) >n + a'(n) et X n+2 (A sph ) > X n+2 (A E ) > a'{n). 

(ii) Pour tout entier k, < \ k (A~ E ) < X k (A sph ) < (X k (M) - n). 
Reciproquement, si X k (A ) < a(n) alors 

Afc(M) < n + 200n 2 y / A fc (A E ). 

Preuve. La premiere serie d'inegalites annoncee en (ii) decoule di- 
rectement de la positivite du potentiel Ric', du lemme|Hlet du principe 
du min-max. 

Pour finir de demontrer (ii), notons (Si)i<i< k une famille L 2 -ortho- 
normee de sections propres (associees aux k premieres valeurs propres) 

E 

de A . Notons £ l'espace vectoriel engendre par les sections (Si)i<i<fc, 
muni du produit scalaire I? de E, et T — ^(£ ), ou ^(S) =< S,e >e 
(notons que T est engendre par les fonctions fi =< Si,e >e)- Nous 
allons conclure en appliquant le principe du min-max a T: 

• Les fonctions de T sont d'integrale nulle car A est auto-adjoint, 
A e = n.e (lemme |H1 avec / = 1), A (Si) = XiSi et X{ ^ n, d'ou 

Vol M Im f i= VolM Im < e > e = 0- 

• \& est une application injective, et done T est un espace de fonc- 
tions de dimension k: si S G Ker* n £ , alors S = X G r(M) et 
H^Sli! < a(n)||5||l < USUI. Or D§X = D^X-g(X,Y)e, et done 
\\D E S\\ 2 2 = \\D M X\\l + \\X\\l > \\X\\ 2 2 = \\S\\\. On en deduit que 5 = 0. 

• II ne reste plus qu'a montrer que le quotient de Rayleigh des 
fonctions de T est presque plus petit que n. Soit done / G J-\ {0}. II 
existe done a G A 1 (M) tel que S = oft + f.e G £, ce qui donne: 

\\D M a# + fldTM - (df - a).e|| 2 = IIZ^SH 2 

<A fe (A £ )||5|| 2 = A fe (A £ )(||a|| 2 + ||/|| 2 ), 
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Dont on deduit les deux inegalites suivantes: 

\\D M a + fg\\l<X k (A E )(\\a\\l + \\f\\ 2 2 ) 

\\df~a\\i<\ k (A E )(\\a\\l + \\f\\ 2 2 ) 
La deuxieme de ces inegalites donne Pinegalite: 

\Wh IMIa ^ J, f-/r E \ ( i , IMIa\ 

jih-jfh - VAfe(A H 1+ re> 

On est done ramene a montrer que le rapport est presque majore 
par n. Or, en procedant comme dans la demonstration du lemme03 

"' Hl * +\\f--\\i< \\D M a + fg\\l < \ k (K E ){\\a\\l + ||/|||). 



2 " J n 
On en deduit: 

(Aa ) a) = \\da\\l + \\ Sa\\l 

< 5n 2 V '\ k (£ E )(\\a\\l + \\f\\l)+(l + \J \ k (E E ))n 2 \\f\\l 

Enfin, d'apres le lemmelHl on a (Aa, a) > n||o;|||. En combinant les 

deux dernieres inegalites, on obtient ||a|| 2 < (l + 12n\J Afe(A B )^n||/||2, 

des que a(n) < j^x, ce qui permet de conclure. 

(i) sera demontre pour l'operateur A dans la section suivante. 
Pour les autres operateurs, cela decoule alors de (ii). 
Remarque. On pourrait renforcer l'analogie avec le cas de §™ decrit 
precedemment en montrant que, si / est une combinaison lineaire des 
fonctions propres de M associees a des valeurs propres proches de n, 
alors Sf est £ 2 -proche d'une combinaison lineaire des sections propres 

de A associees a de petites valeurs propres (la reciproque est aussi 
vraie en remplagant / 1— ► Sf par 5 i-^< S, e >e)- 
Estimees sur les fonctions propres 

Soit {\/n + l./i)i<i<fe une famille L 2 -orthonormee de fonctions pro- 
pres de M associees a des valeurs propres < Ai < . . . < \ k < n + e. 
On lui associe la famille L 2 -orthogonale (<S'i)i<i<fc de sections du fibre 
E definies par Si = Vfi + fie. On obtient alors les estimees analytiques 
et geometriques suivantes : 

Lemme 11 II existe des constantes a{n) > et C{n) > (explicite- 
ment calculables) telles que si M verifie X k < n + e (avec e < a(n)), 
alors : 

(<) II Ei=i OiSilU < (1 + C(n)Vi) II Eli onSih, 
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pour tout (ati) € K fe . 

(ii) II existe un sous- ensemble M e de M tel que : 
VolM e > (1 - C(n)ei) VolM 

| < Si(x), Sj(x) >e < C(n)ei pour tout x S M e ei iowi couple 

Remarque. Si la famille (S{)i<i<k est une famille L 2 -orthonormee de 
sections propres d'un operateur A + V a potentiel V positif associees 
a des valeurs propres Ai(A + V) < ... < A^(A + V) < e (avec 
e < ct(n)), alors les proprietes (i) et (ii) sont encore valables (la preuve 
qui suit s'adapte facilement). 



Preuve. D'apres le lemme El la famille de sections (y est 

L 2 -orthonormee et verifie A sp hSi = (A, — n)A(Si) pour tout indice 
i < k. Soient E% l'espace vectoriel engendre par (Si)i<i<k et A p — 
\\S\\ 

SU P 17?/' ou ^ e]i,+oo]. 

S£E k \{0} \\i>\\2 



Soit S E Ek\ {0} et posons u — y^Sp+e 2 pour e > 0. D'apres 

l'inegalite de Kato, on a wAh << A E S,S >e< \A sp hS\u. On en 
deduit que, pour tout reel p > 1/2 : 

= J m (uAu)u^- 2 < [llA^Hapllull*- 1 

En appliquant l'inegalite de Sobolev ||/H 2 2 „ < C(n)\\df || 2 + \\f\\\ don- 
nee par pi] a la fonction u p et en faisant tendre e vers 0, on obtient : 

(cette inegalite reste valable en dimension 2 en remplagant n par 4). 
Or Ek est un espace stable par AA sp h et A est une isometrie, on a 
done : 

\\A sph S\\ 2p = \\AA sph S\\ 2p < A 2p \\AA sph S\\ 2 < A 2p (X k - n).\\S\\ 2 . 

On en deduit l'inegalite A_2p™ < (l + ^ k ~ n )^) ^ 2 ?" et 

1 

done Aoo < IIJlo (* + V^-l ( Afc ~ ^ ei1 P° Sailt V = Jn^T)' 

Enfin, en utilisant la concavite de la fonction log, on obtient < 
(l + C(n)Vi). 

Nous aliens maintenant prouver que l'inegalite (i) implique la pro- 
priety (ii). Posons M e l'ensemble des points x € M ou: 

\Si(x) + Sj(x)\% > 2(1 - ei), \Si(x) - Sj(x)\ 2 E > 2(1 - ei), 
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\Si(x)\ 2 E > 1 



e 4 



Vi < j 



D'apres (*) (et en posant h = J2 l<3 \Si+S j \% + \S i -S j \%+Y,i 2 N|) : 



2k 2 



1 



< 



VolM 
VolM, 



1 



Vol M 



1 



ii/,- 



VolM 



M\M„ 



VolM 

-(fc 2 -l)( 



(Eii^ +5 iii~ + ii 5 <-^ii~+E 2 ii s 

VolM 



2 

*lloo 



max 



VolM / i<j<i<fe 



\Si + S. 



3 Moo' 



Si S 



J Moo' 



2II& 



VolM, 



VolM 



7 (1-^) 



< 2fc 2 (l + C(n)Vi) 



+2(1 

Vol M 

VolM 

2(fc 2 - l)(l + C7(n)Ve) + 2(1 - e*] 



1 - 



Vol M e 

VolM 



On en deduit 



> 1 



- c{ - n ^\ > 1 — k 2 C(n)e^ 7 pour e < a(fc, n) 

1+C(n)e4 

assez petit. D'apres (i), on a pour tout x € M e et tout i ^ j : 



Vol M e 
Vol M 



|< Sj(a;), 5j(i) >j 



Is^ + s^lMW-s^f 



< 



2(1 + C(n)Vi) - 2(1 - e*) 



< C"(n)e3 



De meme, 1 1| Si (a;) \\% — l| < C"(n)e*. Supposons fc > n + 1: en 
appliquant ce qui precede a la famille (Si)i<i<„+2, on obtient que 
| < Si,Sj > —Sij\ < C(n)e* sur M e . Mais alors, il existe au moins 
un point x de M ou la famille (Si(a;))i<i<„+2 est de rang n + 2, ce 
qui est impossible car E est de rang n + 1. On en deduit d'abord que 
k < n + 1 (et done le (i) de la proposition llOjl . puis la propriete (ii) 
annoncee. 



3 Varietes admettant n+1 petites valeurs 
propres 

Dans cette section nous etudions les varietes completes verifiant Ric > 



2 



(n— 1) et A„ + i < n + a(ra). Fixons une famille (Vn+T./i) 1<j<n+1 L 
orthonormee de fonctions propres associees aux valeurs propres n < 
Ai < . . . < A n+ i < n + e et considerons l'application: 

$ : M -> § n ^ R" +1 

' .(/i(ar),...,/„+i(a:)) (1) 



*) 2 ) 1/2 ' 
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Nous demontrons dans cette section la: 

Proposition 12 II existe des constantes a(n) > et C(n) > (ex- 
plicitement calculables) telles que si M est une variete complete qui 
verifie Ric > (n — 1) et A n +% < n + e (pour e < a(n) ), alors : 

VolM > (1 - G{n)e^+ r )) Vol§ n . 

et V application $ est une approximation de Hausdorff a valeur dans 
§" de degre ±1. Plus precisement, pour tout couple de points (x,y) de 
M, on a: 

\d§n($(x),$(y)) -d M (x,y)\ < C(n)e*"wr . 

Remarque. Notre schema de preuve est une adaptation de celui de 
P. Petersen dans JBj (voir aussi p])- Toutefois, nous corrigeons l'erreur 
faite par P. Petersen sur le calcul du degre de $ (voir l'erratum |14j l 
ce qui est indispensable pour notre demonstration des resultats an- 
nonces en introduction. Pour la demonstration du fait que <f> est une 
approximation de Hausdorff, nous renvoyons a Particle ^3] de P. Pe- 
tersen (noter que d'apres ce qui suit, $ est surjective). On pourra 
regarder aussi ou la meme propriete est demontree sous des hy- 
potheses de pincement integral de la courbure de Ricci passant sous 
n— 1 et la forme du majorant de la distance de Gromov-Hausdorff est 
explicitement calculee. 

<f> est bien definie sous nos hypotheses : 

Cela decoule du: 

Lemme 13 II existe des constantes a(n) > et C(n) > (explicite- 
ment calculables) telles que si X n +i < n + e (avec e < a(n)), on a : 

Wjy^iff -l||oo<C(n)e^. 

Preuve. Soit xq un point quelconque de M. En appliquant le lemme 
Elavec at — fi(xo), on obtient: 

n+1 n+1 n+1 

(E fMfif + (E M^/if < (1 + C(n)V~e) 2 \\ J2 fiMSiWt 

i—1 i—1 i—1 

n+1 

< (l + C(n)V^)E^(^) 2 - 

i—1 

n+1 

On en deduit que la fonction h — ff verifie les inegalites \\h\\i = 1, 

i=l 

Halloo < (l + C (n)y/e) et ||<i/i||oo _• C'(n). Le resultat annonce decoule 
alors du lemme suivant : 
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Lemme 14 Soient (M n ,g) compacte et verifiant Ric > et h : M 
R une fonction lipschitzienne, alors: 

\h\ > ||/ l || 00 -2(DiamM||^|| 00 )^ T (||/ l || 00 -||^|| 1 )^ T . 
Preuve. On peut supposer \\h\\i > 0. Soit x G M: 

VolBtx, n) , ,, ,„„ \ / VolBfx, n)\ ... „ 



On en deduit que ||^J|oo - IWIi > V °volM (II ^lU ~ I^WI ~ Il4f||oo»7) • 

llloo — |ft 

2||d/||c 



Posons ?y = ^oTrfJi^ 3 ^ > 0- Le theoreme de Bishop-Gromov, donne 



alors: 

\\h\\oo ~ \\h\\i > 



2«+ 1 ||d/||^(DiamM) ? 



Calcul de d$ : 

Soit x un point de M, alors d x Q est une application de T X M dans 
T $ ( x )§" C On note t d x ^> l'application transposee de d x & vu 

comme une application de (T x M,g x ) dans R™ +1 muni de son pro- 
duit scalaire canonique, qu'on notera < .,. > K „ +1 . Si (ej)i<i<n+i 

est la base canonique de W l+1 alors t d x <i>(e l ) = V/ '~ <& ' f fc ' V/fe = 

3 — 1 , ou on a pose <3>i = — — r (ou J iW est vu comme 

un sous-fibre de 15). En particulier, pour tout vecteur v de T$( x )S n (= 

$ est presque contractante: 

Les lemmes fTTI et 1 1 31 nous donnent alors le: 

Lemme 15 Si M verifie Ric > n — 1 ei si A„+i < n + e (awec e < 
a(n) ), alors ||d$||oo < 1 + C(n)e 3 <^ 1 ) . 

Si M est orientable, alors dcg$ = ±1 

Soit x un point de M et (Xj) une base orthonormee directe de 
T X M . Pour tout x € M, on munit E x de l'orientation induite par 
TM (i.e. telle que (-Xi)i<j<n+i = P^i>""" >AT n , e) soit une base di- 
recte de E x ). On note L x : W l+1 — > ^ l'application definie par 
L x {v) — ViSi(x) et = detL x (le determinant etant calcule 

relativement a des bases orthonormees directes des espaces de depart 
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et d'arrivee). En calculant h dans une base orthonormee directe de 
jjn+i j e \ a f orme ( eij ... ]Cnj $(x)), on obtient: 

M*) = (^//(^^detd^. 

3 

Commengons par estimer ||/i|| 2 - On a ||/i||oo < (l + C(n)\[e\ car 
/i 2 (ir) < \L x \ 2n et d'apres le lemme HP (i) . on a: 

n+1 

M«)||< (l + C(n)Vi)||X)«i5i||i < (1 + C(n)v^)||«|||„ +1> 



pour tout v G 
de 



PTl + l 



pn+1 



Par ailleurs, pour tout couple (u, v) de vecteurs 



on a : 



<* L x oL x (u),v > M „+i - < u,« >Rn+i = ^ MjUj (< Si,Sj > E Si- 

< max|< Si, Sj > E -Sij\\\u\\ Mn+ i\\v\\ U n+i 
y 

et done, d'apres le lemme ITTI (ii). || L x o L x — 7c?t s(x) S"|| < C(n)e*, 
pour tout point a; du sous-ensemble M e , i.e. |/i 2 (a^) — 1| < C(p,n)e^ 
sur M e . On obtient alors l'estimee : 



1 



VolM 



h*-l 



M 



< 



1 



Vol M 



(h 2 - 1) 



VolM / v 11 11 lJ 



Pour obtenir le degre de $, e'est l'integrale Vo [ M J M h que Ton doit 
estimer. Nous allons utiliser l'inegalite de Poincare pour montrer que la 
moyenne de h est proche de sa norme L 2 . Pour cela, il faut montrer 
que la norme L 2 de dh est petite: 

En prenant la base canonique de R" +1 comme base orthonormee 
au depart, et une base orthonormee directe quelconque (Xi(x)) de E x 
a l'arrivee, on obtient h(x) = det[< Xj, Sj > e) ■ Soit x un point donne 
de M, X e T X M et la geodesique passant par x avec le vecteur 
vitesse X. On note (X{) le repere transporte parallelement le long de 

7x de (Xi(x)). Alors d x h{X) = X,(det(< X^Sj > E ). j est egal a: 



n+1 



^det 

3 = 1 



I <X u Si> ... <X u D x Sj>... <X u S n+1 > \ 
\<V Jl+ i, Si> . . . <X n+ i, D x Sj> . . . <X n+ i, S n +\> ) 
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D'ou \d x h{X)\ < Cirfmaxipi^maxilD^Siix^E. Le lemmeEK*), 
donne done: 

^ = voTm J M ^ * ^TWm / lDESi]2{x) - c{n)e ' 

la derniere inegalite decoule de la preuve du lemme EH (**) ■ 

Or Ai > n et done < \\h\\\ - (y^jj f M h) 2 < C(n)e. On deduit 
done de l'estimee precedente sur ||/i|| 2 que : 

_ n+l 

Pour conclure, on adeg$Vol§" = f M detd$ = f M (J2kfk) 2 h - Le 



< 



lemme El e t la maj oration de ||/i||oo donnent alors |deg $| y°j jL — 1 

C(n)e 2 <™+ 1 ) . Comme deg$ est un entier et que VolM < VolS", on 
obtient deg$ = ±1 et VolM > VolS"(l - C^e^^)). 

Si A„+i(M) < n + e(n) alors M est orientable: 

Si M" est non-orientable, on construit l'apglication $ a partir des 
fonctions propres (/i)i<i< n +i et on note n : M — > M le revetement 
riemannien orientable de M. Soit <f> = $ o 7r : M — » S". On a deg 2 $ = 
deg 2 $ deg 2 7r = (ou deg 2 designe le degre modulo 2) , et done $ est de 
degre orientable pair. Cependant, (M n ,g) verifie aussi Ric > (n— 1) et 
les fonctions fi = fi^n sont des fonctions propres de (M n ,g) associees 
aux memes valeurs propres A^. On en deduit que^T application $ n'est 
autre que celle etudiee en e) associee a la variete (M, g) et aux fonctions 
propres /j. $ doit done etre de degre ±1, ce qui est contradictoire. 



4 Equivariance de <£> 

Nous allons exhiber, sous les hypotheses de la section^ un morphisme 
du groupe IsomM des isometries de M dans le groupe O n +i(M) des 
isometries de §" pour lequel l'application <I> est equivariante: 

Soit / une fonction propre (A/ = A/) et a une isometrie de la 
variete M. Alors A(/ o a) = X(f o a). En particulier, si on suppose 
que (yfn + l-fi)i<i<k est une base de l'espace de toutes les fonctions 
propres associees aux valeurs propres de M inferieures a un reel a 
donne, alors il existe une matrice A a de A4fc(R) telle que pour tout 
indice i, on ait fioa — J2j A ijfo- De pl us i comme a preserve le volume 

riemannien, ona|j = J M ft o a. ft o adv g = J^ki A ik A jl£+T- 

On en deduit que a 1— ► A a est un morphisme de groupe de IsomM a 
valeur dans Ofc(R), 
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Dans le cas particulier ou M verifie Ric > (n — 1) et A n +i < n + e, 
le choix d'une famille (s/ri + l./i)i<j< n +i £ 2 -orthonormee de fonctions 
propres associees aux n + 1 premieres valeurs propres non nulles de M 
induit un morphisme de IsomAf a valeurs dans 0(n + 1) (d'apres le 
lemme tel que $(cr(a;)) = pour toute isometrie a. 

L'outil central de la demonstration des theoremes B et C est le lemme 
suivant: 

Lemme 16 Soient M une variete complete verifiant Ric > n— 1 et 
< n + e (pour e < a{n)), et <£> : M — > § n I 'application definie 
dans la section^ On se donne de plus G un groupe fini d'isometries 
agissant librement sur M . Le morphisme a i— ► A a est alors injectif 

sur G et A(G) est un sous groupe de O n +i(R) agissant librement sur 

i 

S". Enfin, <& passe au quotient en une C(n)e 3S4 (" +1 ' 3 -approximation 
de Hausdorff de M/G sur S n /A(G), 

Preuve. Si a £ KevA alors la variete quotient de M par le groupe 

< a > verifie aussi Ric > n — 1 et \ n +i < n + e. Mais alors M et 
Mj < a > ont des volumes presqu'egaux a celui de (S n ,can) (d'apres 
Il2ll . Or le cardinal de < a > est egal au rapport de ces volumes (car 

< a > agit librement), et done KerA — {idc}- 

G est un groupe agissant par isometrie sur M et S™ , et $ est une ap- 
plication equivariante pour ces deux actions. <& passe done au quotient 

en une application de la variete riemannienne M/G sur (l'orbifold) 

i 

§"/G. II est facile de montrer que <I> etant une C(n)e 3S4 <™+ 1 ) :i -approxi- 

mation de Hausdorff de M sur S" (proposition El , son quotient est 

i 

aussi une C(n)e 38Mn+1 i' J -approximation. 

Pour montrer que G agit librement sur S™, commengons par re- 
marquer que d'apres le theoreme on peut supposer que sous les 
hypotheses du lemme, M™ = S™ (remarquez que dans la suite on a 
juste besoin que M soit homeomorphe aS", et done [12] suffit). On 
utilise alors le: 

Lemme 17 Soit G un groupe fini, soient a.i : G x S™ — > i = 1, 2 
deux actions sur la sphere S" et $ : (S™, ai) — > (S™, 0:2) wne application 
equivariante qui est de degre ±1. Si ct\ est libre alors ol-i est aussi libre. 

Si a2 n'est pas libre, alors G admet un element non trivial a tel que 
ct2{<j) fixe un point de S". Quitte a remplacer G par < a 1 > (pour / 
bien choisi) , on peut se ramener au cas ou G est un groupe de cardinal 
p premier fixant un point de S™ par Taction a<2- Notons M$ le cylindre 
de Papplication <I>. Au couple (M$, §") est alors associe la suite longue 
exacte en cohomologie relative (a coefficients dans Z/pZ) suivante: 

-> H°(M^,Z/pZ) ^ H°(§ n ,Z/pZ) ff x (M*,S n ;Z/pZ) ->■... 

. . . -» H n {AU,§ n ; Z/pZ) -> H n (M$, Z/pZ) % H n (§ n ,Z/pZ) -> 
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Or, pour tout 1 < i < n, on a H^M^Z/pZ) = H l (§ n ,Z/pZ) = 
{0} et done iT(Mj>, Z/pZ) = {0}. Enfin, puisque $ est de degre 
±1, on en deduit que $* est un isomorphisme entre H n (M$ , Z j 'pZ) et 
H n (S n ,Z/pZ) et done: 

JT(Af*,S n ;Z/pZ) = {0} 

pour tout entier z > 0. 

Comme $ est equivariante, les actions a.\ et a 2 induisent une action 
a$ sur M$ dont les points fixes Fix(a$) s'identifient aux points fixes 
de ot 2 (car a\ est sans point fixe). D'apres un theoreme du a E. Floyd 
(theoreme 7.9, chap. Ill, page 144 de 6j), on a: 

dimH k {Fix(a< s> ), Fix(ax);Z/pZ)< dimff fc (Af$ , S"; Z/pZ)=0 

k>0 T" " 1 ' k>0 

- Fix(a 2 ) 1) - 

et done H k {Fix(a 2 ),%]Z/pZ) = H k (Fix{a 2 );Z/pZ) = {0} pour tout 
entier k, ce qui implique Fix(a2) = 0. D'ou une contradiction (re- 
marquez que dans le cas qui nous interesse dans la suite, a 2 agit par 
isometrie, est done Fix(a 2 ) ne pouvait etre a priori que vide ou une 
sous-sphere). 



5 Demonstration des theoremes B et C 

Sous les hypotheses des theoremes B et C, le revetement riemannien 
universel (resp. orientable) (M,g) de la variete M verifie Ric > n — 1 
et est de volume presque egal a Vol § n . On en deduit que (M, g) verifie 

A„ + i (M, g) <n + C(n) ( - Vol M J (ce resultat decoule qual- 

itativement de voir [2] pour une autre preuve et le calcul de la 
forme du majorant). Le lemme H7H imnliaue alors que tti(M) (resp. le 
groupe du revetement orientable) agit librement sur S™ par isometrie 
et que le quotient de $ realise une approximation de Hausdorff de 
M (car le revetement est normal) sur § n /7i"i(M) (resp. §"/(Z/2Z)). 
Pour la demonstration du theoreme B, remarquons que le seul groupe 
d'isometries de cardinal 2 agissant librement sur S n est {±Id}, et done 
nos varietes sont proches de P™R en distance de Gromov-Hausdorff. 
Pour le theoreme C, remarquons que le cardinal de tti(M) est ex- 
actement k et que les groupes d'isometries de S™ de cardinal k sont 
en nombre finis (quand ils existent). On en deduit que sous les hy- 
potheses des theoremes B et C, les varietes sont proches d'un nombre 
finis de varietes riemanniennes compactes possibles de meme dimen- 
sion. D'apres le theoreme on en deduit l'existence d'une constante 
a(n, k) > telle que nos varietes soient diffeomorphes aux espaces 
lenticulaires annonces. 
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6 Demonstration du theoreme A 



Nous allons en fait montrer que sur une variete verifiant Ric > n — 1, 
l'existence de n valeurs propres proches de n implique l'existence d'une 
n+l-ieme valeur propre proche de n. 

Nous commengons par supposer que M est orientable. On munit E 
(comme dans la section^ de l'orientation compatible avec celle de TM. 
Si (Si, ■ ■ ■ , S n ) est une famille de sections de E, on note S — Si A- ■ -AS n 
la section duale de la 1-forme S i— > det(Si, • • • , S n , S). Si A • ■ ■ A S n est 
bien evidemment L 2 -orthogonale aux sections Si pour tout i. On a de 
plus les relations Df (Si A • • • A S n ) = J™=i Si A • • • A £>f S; A • • • A S n 
pour tout X € TM et |Si A . . . A S„|b < \Si\e ■ ■ ■ \ Su\e- On peut alors 
demontrer un premier resultat : 

Lemme 18 II existe des fonctions a(n) > et C(n) > (explicite- 
ment calculables) telles que si M est orientable et verifie A„(A ) < e 
(avec e < a(n)) alors A n +i(A ) < C(n)e. 

Preuve. Soit (Si,-- - , S n ) une famille L 2 -orthonormee de sections 
propres de A associees aux n premieres valeurs propres et S„+i = 
Si A • • • A S n - Le lemme nous donne: 

\\D E S n+ i\\ 2 2 < n 2 (max||S I || co ) 2 "- 2 maxp B S J || 2 < C(n)e. 

i<n i<n 

Montrons que la norme L 2 de S n+ i est proche de 1: d'apres la remarque 
qui suit le lemme[TTl on a ||S n+ i||co < Ili<n ll^lloo < 1 + C(ri)\fe, et 
il existe un sous-ensemble M e de M tel que : 

| < Si,Sj > E Sij | < C*(n)e3 Vol M e > (l - C(n)e^ ) Vol M 

Fixons un point x de M et (Xi, . . . , X n+ i) un repere orthonorme direct 
de E x tel que Vect(Xi, . . . , X n ) et Vect(Si(x), . . . , S n (x)) coincident, 
on a alors Si A . . . A S„ = cX n+ i, ou c 2 vaut: 



|S„ +1 (.t)| 2 - 1| = |c 2 - 1| = |det(< Si,Sj > E ) -det/„| < C(n)ei, 



det 




On en deduit que: 
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en tout point x de Af e . On obtient done : 

c( " )< * + ( 1 ""^iir) 2C( " )sc ' ( " )e * 

(Si)i<i< n +i est done L 2 presque othonormee et que ||£' £ 'S'i||| < C(n)e 
pour tout 1 < i < n+ 1. Par l'inegalite de Cauchy-Schwarz, on obtient 
que pour toute combinaison lineaire S des sections St,...,S n et SVi+i 
on a ||-D B 5'||2 < C (n,)e| | S 1 !! |. Le principe du min-max conclut. 

On peut alors en deduire la proposition suivante (remarquer qu'on 
ne suppose plus que Af est orientable) qui combinee a la proposition 
1121 et au theoreme demontre le theoreme A : 

Proposition 19 II existe des constantes a(n) > et C(n) > (uni- 
versellement calculables) telles que si M verifie X n (M) < n + e (avec 
e< a(n)), alors A rl+ i(M) < n + C'(n)e^ . 

Remarque. Bien evidemment, on peut decliner cette proposition en 
remplagant la conclusion par l'une des inegalites : 

Rad Af > (1 - C{n)e t3(n) )TT, VolM > (l - C*(n)e /3 ( n )) Vol§" 

ou d GH (M,S n ) < C(n)e /3(n) 

ou C(n) et P(n) sont des constantes explicitement calculables. 
Preuve. Si M est orientable, la proposition decoule directement des 
propositionsE3(*) et (ii) et du lemmelT%l Supposons done que M n'est 
pas orientable. Soit (\/n + l-/i) 1<i<n une famille L 2 -orthonormee de 
fonctions propres_associees aux n premieres valeurs propres non nulles 
de M, soit ir : (Al n ,g) — > M le revetement riemannien orientable de 
M et notons fi = fooir. Sur (M n ,g) on obtient une fonction f n +i telle 
que + l-/i)i<n+i s °it une famille de fonctions propres de (M,g) 
associees^a des valeurs propres proche de n. Le morphisme de groupe A 
de Gr(M, M) dans O n +i(K) construit a partir de la famille (fi)i< n +i 
(voir le lemme ITfijl est injectif et ^4(Gr(M, Af)) agit librement sur 
jjn+i Q r ^ I'hyperplan engendre par (/i) 1< < est evidemment fixe 
par Gr(M, Af), ce qui est contradictoire. 

Remarque. La preuve de la proposition EI] peut sefaire sans theorie 
de Flyod: on sait que l'element non trivial de Gr(Af , Af) est d'ordre 
2, fixe I'hyperplan engendre par les fonctions (fi o 7r) et done agit par 
symetrie orthogonale hyperplane sur On en deduit que Papplication 



l|5n + l||l-l| < 



< 
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$ de degre ±1 construite a partir des fonctions propres (/i)i<«+i passe 
au quotient en une application $ de M sur la demi-sphere dont 
le degre modulo 2 est egal a 1. Or M est une variete sans bord et 
est une variete a bord (et meme contractile), le degre modulo 2 de $ 
ne peut done etre que nul, d'ou une contradiction. 



7 Optimalite du theoreme A 

Pour clore cet article, nous allons montrer que pour tout entier p £ 
{1, . . . , Ti—l}, il existe une suite (gk)keN de metriques sur S™ qui verifie 
Ric > (n-1), X p (gk) -> n, \ p+1 (g k ) -> (i(n) > n, Vol(g k ) -> 0, 
(§™,<7fc) tend en distance de Gromov-Hausdorff vers la demi-sphere 
canonique de dimension p et par consequent, la suite des Radius tend 
vers f (ce qui montre qu'aucun des resultats de stabilite obtenu dans 
la proposition El et dans la remarque qui la suit ne se generalise sous 
l'hypothese A„_i < n+e). En revanche, nous n'avons pas encore reussi 
a construire une suite de varietes non diffeomorphes a S n de courbure 
de Ricci superieure a (n— 1) et telle que la suite des A„_i tende vers n 
(voir ou pour des varietes non homotopes a S n admettant des 
metriques de courbure de Ricci superieure a (n— 1) et admettant une 
seule valeur propre arbitrairement proche de n), 

Exemple. — La metrique g k est une generalisation des fuseaux en 
codimension quelconque. En fait, on construit g k en ecrasant la metri- 
que canonique de S™ dans le fibre normal a une sous sphere EP^ 1 . La 
difficulte etant de regulariser la metrique sur § p_1 et sur son cut-locus 
§"~ p tout en preservant le minorant sur la courbure de Ricci. Nous 
decrivons la suite g k dans le cas particulier p = n — 1, la generalisation 
aux autres valeurs de p ne pose aucun probleme (notons que dans le 
cas p — n, i\ n'est pas possible d'ecraser la metrique dans le facteur 
normal). Soit k un entier non nul. Nous commengons par fixer les 
notations suivantes: 

. / 1 \ 7T 1 

o k = arctan =— H = 

V/ctan^/ 2k kVk 

On note I k lintervalle ]0, f - 9 k [. Sur la variete M = I k x S 1 x S"" 2 , 
on considere la metrique g k = dr 2 + a k (r) 2 g§i + b k (r) 2 g§™-2, ou ggi et 
<7gn-2 sont les metriques canoniques des spheres S 1 et S" -2 , et ou a k 
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et bk sont des fonctions definies sur Ik par les formules 



afe(r) 



Mr) 



isin(A:r) sur]0,e fc ], 
r]ksin(r + 6 k ) sur [e k , § - 6 k [, 



et 



■ cos 



_((a±k) r ) + C os(0 fc + e fe ) sur ]0, e fc ], 



cos(r + fe ) sur [efc, § - 6* 



Remarquons que la fonction ak (resp. 6fc) est C 1 sur Ik, C 2 en dehors 
de ek et tend vers en (resp. tend vers en § — Ok). La metrique g k 
se prolonge en une metrique C 1 sur §™ pour laquelle le cercle S 1 est le 
cut-locus de la sous sphere §™~ 2 . 

Pour minorer la courbure de Ricci, on applique les formules de 
calcul de la courbure de Ricci des doubles-produits tordus (voir par 
exemple En un point x fixe de M on note un vecteur tangent 

au facteur Ik, u un element de T^S 1 , v un element de T x S n ~ 2 . Alors, 
la courbure de Ricci Ricfc de (E> n ,gk) verifie les proprietes suivantes: 

d d 
Ric fe ( — ,u) = Ric fc ( — ,v) = Ric k (u,v) = 0, 

n . J 9, a" , .ft" 

2)(*M±<>*y . ;; s ( ( :ir )r ) — . > p sur m 



n - 1 sur [ek, % ~0k[ 



RiCfefu, u) a" .a'b' 

— ? — r~ = n ~ 2) — T 

gk(u,u) a ab 

n - 1 sur [e fe , § - fc [ 

et 

Ric fc (^) _ ft" q'ft' | / i_y 3 s 
gk(v,v) b ab \ b 2 J 

Done 

Ric fc (^) > / e fc + ^ \ 2 cos((^)r) 

£fc / cos((^t)r) + f^cos(6» fc + e fe ) 

> £fc + ^ fc ~ — Vk sur ]0, efe] 
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(car 6 k + e k > p±^)r) et 

Ric k (v,v) . ^ l-sm 2 (r + 6 k ) tt 

— = 2 + (n - 3) J? — , a \ = n - 1 sur e fc , - 

0k(u,«) cos 2 (r + 9 k ) 2 



7 H 



On deduit des calculs precedents que (S n ,g k ) est de courbure de Ricci 
superieure a (n— 1) pour fc assez grand. 

II est evident que le volumes des metriques g k tend vers 0. De plus, la 
suite de varietes ainsi obtenue tend (en distance de Gromov-Hausdorff) 
vers une des hemi-spheres de dimension n— 1 que borde la sphere §™~ 2 : 
notons (N k ,h k ) la variete ]efe,f — 8 k [xE> n ~ 2 , munie de la metrique 
h k = (dr) 2 + cos 2 (r + k )g§ n -2; elle est isometrique a une boule 
geodesique de S" _1 de rayon § — (e k + 9 k ) (privee de son centre), 
done elle converge vers la demi-sphere ^S™ -1 , munie de sa metrique 
canonique. Par ailleurs, (N k ,h k ) se plonge dans (M,g k ) de maniere 
isometrique, via l'application (r, v) i— > (r, u 0; ou Uo est un point fixe 
de S . De plus, la distance dans M entre deux points p — (r, uo, v) et 
q = (r',uo,f') coincide avec la distance dans N k entre (r,v) et (r',t/). 
Comme d gk [(r, u, v); (r, u)l < 7r 77^. , on obtient que (M, g^) converge 
vers Phemisphere de §™ _1 au sens de Gromov-Hausdorff. II nous reste 
a montrer que le laplacien de ces varietes admet au moins n—1 valeurs 
propres proches de n. Pour cela, nous pouvons soit appliquer 0, soit 
choisir des points xq, ■ ■ ■ , s n _2 sur S" -2 de sorte que d§,.-2 (#,-, xj) = -| 
si i 7^ j et noter encore X{ le point (0, Uo,Xi) de M; en appliquant le 
principe du min-max aux (n — 1) fonctions f%{x) = cos(dk(xi, x)j (la 
forme des metriques g k fait que les integrales a calculer convergent vers 
les integrales correspondantes calculees sur (^S™ -1 , can); voir p] pour 
les details). Enfin, les metriques g k n'ont pas plus de n — 1 valeurs 
propres proches de n car sinon, d'apres les varietes (S n ,gk) con- 
tiendraient une sous partie Gromov-Hausdorff proche de (§™ _1 ,can); 
or une demi-sphere de dimension n — 1 ne peut contenir une partie 
Gromov-Hausdorff proche de la sphere (§"~ 1 ,can). On remarquera 
toutefois que la p-ieme valeur propre de la variete (M,g k ) reste 
bornee par une fonction de p (pour p quelconque) lorsque k tend vers 
l'infini car les fonctions propres radiales pour le probleme de Neuman 
de la demi-sphere de dimension n—1 permettent de construire, comme 
precedemment, une famille presque L 2 -orthonormee de fonctions tests 
sur M dont les quotients de Rayleigh pour la metrique g k tendent vers 
le spectre pour le probleme de Neuman de la demi-sphere de dimension 
n—1. On conclut alors par le principe du min-max. 
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